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Die Bethe-Goldstone-Gleichung
bei geschwindigkeitsabhingigen Potentialen
Von M. WEIGeL

Institut fiir Theoretische Physik der Universitit Frankfurt am Main

(Z. Naturforschg. 19 a, 1268—1273 [1964] ; eingegangen am 23. Juli 1964)

The two-nucleon potential is assumed to be a quadratic function of momentum:

v =10,(r)

+ pu,(r)p. The Berue-Gorpstone equation (/=0) has been solved for two different choices of v.

An analytical, approximate solution is obtained.

Um das Verhalten der Streuphasen in der Nu-
kleon-Nukleon-Streuung wiederzugeben, kann man
entweder ein Potential mit einem ,,hard core® oder
ein geschwindigkeitsabhingiges Potential*™% ver-
wenden. Auch die Energie pro Nukleon in Kern-
materie wurde sowohl fiir geschwindigkeitsabhan-
gige Krifte ¢ als auch fiir ein ,hard core“-Potential
plus anziehender Wechselwirkung 7> 8 berechnet.

Auf Grund des PauLi-Prinzips erwartet man fir
die Losungen der Berne—GorpsTtoNe-Gleichung nur
dann groflere Abweichungen gegeniiber dem wech-
selwirkungsfreien Fall, wenn das Potential einen
grofleren Impulsaustausch oberhalb der Fermi-
Grenze ermoglicht. Auflerdem ist die Abweichung
auf kleine Abstande beschriankt. Im Falle des ,,hard
core“ weichen die Losungen der Berne—GoLpsToNE-
Gleichung fiir kleine Abstinde stark von den freien
Losungen ab; aullerhalb der sogen. ,healing dis-
tance* gehen sie in dieselben iiber.

Es soll das Verhalten der Losungen der Berue—
GoLpsToNE-Gleichung untersucht werden, wenn man
geschwindigkeitsabhingige Potentiale verwendet.

Man hat zwei dquivalente Moglichkeiten fiir ein
rotationsinvariantes, hochstens quadratisch vom Im-
puls abhéngiges Potential:

(xv|a) = (@](va(x) + - pualla)) p)|a)
(1a)

oder

(x|5]2) = (x| (T2 x]) + 2 @25l ]
+5(x]) p3) &) (1b)

Beide fallen zusammen, wenn man setzt (r=|x|):

02 (r) = 28,(r), (2a)

u) =50 -2 (24 5,0+ L50). (@b

1. Bethe—Goldstone-Gleichung

Nach Berse und Gorpstoxe gilt fiir die Reaktionsmatrix 7:

(|G |Iey, Py = (K |v| ko) + (2) 2P [ ke’ *171ED F]0 LB P> (3)

(P, K k)

Dabei ist 2P der Schwerpunktsimpuls. Die Integration iiber k" ist so zu verstehen, dafl | P +k’| grofer
als kp ist. AuBerdem gilt |P*k,|<kr (kr Fermi-Impuls).
¢(P,k.k) =E(P+ky) +E(P-k,) —E(P+k)—-E(P-k), (4)
E (k) ist die Energie des Nukleons mit dem Impuls k.
Fihren wir jetzt die Wellenfunktion x durch die Beziehung G =uv 7 ein. so gilt fir dieselbe im Orts-

raum:

2(x, Ky, P) =exp(i kg x) + [dx"dx” I' (x —x) (& [v|a”) 2(x", ke, P), (5)
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wobei I'x-—x')=_ Pfdkexp{zk(x x)}@ |P+k[:(l";;k_k|1)’4ﬂ—_kl’) (6)

O (z) ist die bekannte Sprungfunktlon (O (x) =1 firz>0; O(x) =0 fiir r<0).
Da es uns auf das prinzipielle Verhalten der Wellenfunktion ankommt, konnen wir P =0 setzen.
Dann separiert Gl. (5) in Polarkoordinaten, und fiir den radialen Anteil erhdlt man mit dem Potential

(1) folgende Gleichung:

Ri(r, ko) = ju(ko ) + 0/°° Ay(r, 7 ko) Vo)) Ry(r' s ) A (7

Dabei ist (h=1): 1) :xl(— %%)’ﬂi (8 a)
Vilr) =1 (r) = 2 (o0 ) - + o) (3 + 2 5 = "52)), (81)

Ay(r, v k) = 7P/ P dp LEDRED (8¢)

Fihrt man jetzt die effektive Massenapproximation ein, so kann man leicht Gl. (7) in eine Integrodifferen-
tialgleichung verwandeln.

Mit (0, k, ky) = mL (ko — k2) erhilt man:
2 % * ~ ’ ’ ’ #
et ket = D —mt 1i) | Rl ko) = —m* [(Ki(r, ) Vi) Ri(r ko) A (9)
0
S kp
wobei Ki(r,r) =2 / r2E2 jy(kr) ji(kr) dk. (10)
0

2. Behandlung spezieller Potentiale

Ausgehend von Gl. (7) und (9) wollen wir uns auf solche Potentiale beschrianken, die bei der Streu-
ung im Vakuum eine explizite Losung zulassen. Man kann vermuten, daf} fiir kleine Absténde diese Lo-
sungen eine gute erste Approximation darstellen und auf dieser Basis (7) bzw. (9) ndherungsweise 16sen.
Weiterhin ist bekannt®, daf} nichtsingulédre, lokale Wechselwirkungen nur geringfiigige Abweichungen be-

dingen, und wir wollen deshalb auflerhalb der ,,Reichweite von v,(r) das lokale Potential vernachlassigen.

Als Potential wihlen wir 2:

v(r) =V, O(b—r) —8 ié(rj_*b)a va(r)=—-0(b-r). (11)

Das Potential legt folgende Aufspaltung nahe (£, unterdriickt):
Ri(r) =0 (r—>b) Fi(r) + O(b—r) Gi(r) . (12)
Die Beziehung (9) lautet damit [G;(b) =F;(b)]:

3= (& (i) = Gi(r) +2* G +8 17 (Gi(r) + Fu(n) ) +O =) L(r, ko) Fr()

+ (1= O(b-r1) L(r, k) Gi(r) (13)
l
= — [dr Ky, 7') ((L=2%) (kg — %) +7* L(r', ko)) Go(r') +47 Ki(r, b) (a‘—} += ) G(r)
0 e
wobei A= ”,r;:’l; k2= m*lVOZ;ko 3 L(r, k)= di:{ + :‘: ;}‘ e lf(lfj;pf (4ab)
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Beziehung (13) ergibt die Randbedingungen bei r=b:

Fi(b) =G;(b); WFI(T).r p=(1-4* ) Gz(’)]r b— - /:* G (D). (15a, b)
Fiir die Streuung im Vakuum (kp=0) kann man (13) exakt losen 2. Es ergibt sich:
Ri(r) =0 (b—r)diji(k'r) + O(r—b) (ji(kgr) —tg dyny(kyr)). (16)

Die Konstanten d; und tg d; ergeben sich aus den Randbedingungen (15).
Wir beschrinken uns auf den Fall [=0. Hierfiir ist es zweckmifBiger, die Funktion u(r) =rRy(r) zu
betrachten:

u(r) =0(b—r) us(r) + O (r—b) uy(r) . (17)
Diese Funktion geniigt folgender Gleichung:
Ob—r) uy(r) +O(r—b) u,(r) =

b
sink, r 1 Ay(r, 1) A* r d 1 ,
ko!’ +fdr . il ( m* Vy+ ¥ ,2>u2(r)~ ) Ay(r, b) (d;' e (1——g))u2(r) . (18)

e r'=b

Die Randbedingungen bei r = b lauten:

w®) =us®); L u ()= 12 L)+ B (1-g) w ). (19)
Gl. (18) bedingt das bekannte asymptotische Verhalten (kp=F0):
lim (”1(") _ sin ko[) —-0. (20)
r—>00 ko

Durch Anwendung des Operators (d?/dr®) +ky? und partielle Integration des Integrals der rechten Seite
ergibt sich aus (18) folgende Integrodifferentialgleichung fiir w(r):

Or=b) (& +h Jus () + (1=2) O(b—r) (& +K?)us ()

= (~m* vy j;).[ M) w () & =2 ua(b) (o = 1=g) | M(nr) . (21)
0

+kr
wobei M(r,r)=— %fsinkrsinkr' dk (22)
ist. Benutzt man

P [ sm;:_r:;ngk i 7’610— (O(r—r1") coskyr sinkyr’ + O (r' —r) sinkyr cos ky 1), (23)

so kann man (18) auf folgende Weise umschreiben:
b

wy(r) = BnFer (1=27) (k=K o kyr fsin kot us(r’) dr’

ks iy (24)

0

b
+ A% uy (b) (cos kot cos kyb — (,lkfbg) cos kyrsinkyb ) + [Pl(r, r') us (r') dr’ 4+ 2* uy (b) Py(r, b) ,
0 .
6

0 0

r b
(1= 2%) up(r) = Ko™ — (1 —2%) (le? ~ ) (cos ko r [ Koy () dr' 4 I f cos k7’ s (') dr’)
. 0
0

r

b
— A uy(b) (sm korsinkyb + _,lflf) cos ko b sin kor) +fdr'P1(r, r') uy (r') + 2% us(b) Py(r,b) . (25)
0
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2 kF . .
Dabei ist: Py(r,¥)=2P / G (B2 —kg2) + (1 — %) (K2 —k2)) S }f 2’5122’52 dk,
7 .
0
2, i
Py(r,)=2P [ (k coskr’— (128 sinkr')f(::fé— dk. (26)
0
.Aus den GIn. (24) un'd (25) geht ‘hervor, daf 5(/) | Vo(Mev) 7 p
bis auf Quadratur nur die Integralgleichung (24) -
im Bereich [0, b] gelost werden muB}. Es ist nahe- Potential W 2,4 16,9 — 0,21 0,0
. s ol 5 = i . Potential Wy 0,5 51 — 1,64 1,0
liegend 8, daf} fiir kleine Abstinde die Losung des
Vakuumstreuproblems eine gute Approximation dar- Tab. 1. Potentialparameter >.
stellt. Dieselbe erfiillt auch die Randbedingung (19) 3
und ist nach (16) explizit bekannt: E o do o
o (MeV)  Potential W Potential W» ”hgfggg";e
us(r) =0 (b—1) do ™" - P
: i 30 0,750 — 0,181 —0,178
sinkyr | tgo, 60 0,474 — 0,255 — 0,251
+9(’—b)( TR kO’)' (27) 90 0,273 — 0311 — 0308
150 0,002 — 0,397 — 0,397
Die Konstanten d, und tgd, bestimmen sich aus 210 — 0,141 — 0,465 — 0,470
(19) 300 — 0,196 — 0,547 — 0,562

Als erste Approximation fithre ich in (24) und
(25) auf der rechten Seite usy(r) ein. Die Integra-
tionen lassen sich elementar durchfiihren.

Es ergibt sich:

u’l(l) (7') o M — Lg—ao— cos ko r+F(T) ) (28 a)
ko ko
s ) :doiii%;",’ + 17—1,1*7 F(r). (28b)

F(r) ist im Anhang angegeben.
3. Numerische Ergebnisse

Wir verwenden im wesentlichen die von Razavy,
Fierp und Levineer? vorgeschlagenen Potential-
parameter. Das zweite Potential (g=1) simuliert
recht gut fiir hohere Energien die Streuphasen des
,hard-core“-Potentials (r,=0,295 f, s. Tab. 1, 2).

Gl. (24) kann man durch Iteration, beginnend
mit usy (r), 16sen. Ein MaB fiir die Giite der Losung
ist die Befriedigung der Randbedingungen (19) bei
r=>b. Numerisch wurde gezeigt, dall (28) in den
meisten Fillen ausreichend ist. Die Randbedingun-
gen sind bis auf wenige Prozent erfiillt.

In Abb. 1, 2, 3 und in Tab. 3 sind die Losungen
fiir zwei Potentiale dargestellt. Die Abb. 1 stellt die
Funktionen

g(r) =u(r) —uo(r) und gy(r) =u(r) —uy(r)

fiir das Potential W, dar. Es ergibt sich praktisch
der Fall eines rein anziehenden Potentials 7, da das

Tab. 2. Streuphasen (I=0; m*/m=1).

Potential nur schwach impulsabhingig ist (|4 ist
klein). Die Abweichungen von der freien Losung
sind sehr gering, so daf} hier an sich eine Iteration
beginnend mit uy(r) an Stelle von u,(r) angebrach-
ter gewesen wire. Fiir das Ergebnis spielt das in
diesem Falle keine Rolle. In Abb. 2 und 3 und in
Tab. 3 ist fiir das Potential W, fiir zwei Fille
kpu(r), krug(r) und kpu,(r) dargestellt. Die Lo-
sungen zeigen das typische Verhalten eines abstoflen-
den Potentials 8. Die Abweichungen von u(r) ge-
geniiber uy(r) betragen bei r=5 rund 20%. In
Abb. 2 ist das Verhalten der Berne—GoLpsTONE-L6-
sung kpu.(r) fur das ,hard core“-Potential (r,=
0,259 f) qualitativ zum Vergleich mit angegeben.
Fir den Fermi-Impuls wurde der Wert kp =1,28333
f~! verwendet.

k=00 kp k=05 kp

E & |8 £ E

kgpr g & 3 g £ 3

I = R =

< < < <& =

0,64 =keb 064 036 044 063 037 041
0,80 0,80 052 063 078 052 0,60
1,28 128 1,00 1,19 220 0,97 1,09
2,08 2,08 1,81 209 1,73 1,59 1,73
3,21 321 292 326 200 201 206
4,65 465 4,37 4,66 146 1,65 147
6,42 642 6,14 639 —013 0,14 —0,17
8,50 | 850 822 851 —1,79—1,67—1,78
10,91 110,91 10,63 10,91 —1,47 —1,66 —1,47

Tab. 3. Wellenfunktionen (m*/m=0,5; r = b).
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Abb. 1. kr g(r) =kr[u(r) —uy(r)]  Abb.2. Die Funktionen kF u(r) (durchgezogene = Abb. 3. Die Funktionen kf u(r)

(durchgezogene Kurve) und kf gv (1) Kurve), kr uy(r) (isoliertes Nukleonenpaar, (durchgezogene Kurve),

kF uy (r)

= kr[u(r) —uy(r)] (gestrichelte  gestrichelte Kurve) und kf u,(r) (keine Wech- (gestrichelte Kurve) und kf u,(r)

Kurve) als Funktion von kpr bei selwirkung, strichpunktierte Kurve) als Funk-  (strichpunktierte Kurve) als Funk-

Verwendung des Potentials W;. tion von kFr bei Verwendung des Potentials tion von kpr bei Verwendung des

Parameter: ky=0,5 kr; k=0,582 W,. Parameter: ky=0,0 kr; k'=0,453 kF: Potentials W,. Parameter: ky=0,5
kr; dy=1,206; tgdy=0,391; dy=0,574; krp/ky tg 0p=—0,279; m*/m=0,5. kr; k=0,585 kr; d,=0,586;
m*/m=0,5. Aullerdem ist das qualitative Verhalten der tg dp=—0,139; m*/m=0,5.

whard core“-Losung kpuc(r) (punktierte
Kurve) angegeben (r=0,295 f).

Fiir fordernde Diskussionen mochte ich Herrn Prof. Dem , Deutschen Rechenzentrum® in Darmstadt danke
Dr. F. Beck und Herrn Prof. Dr. G. Si'ssmany danken. ich fiir die Hilfe bei der numerischen Auswertung.

Anhang

F(r) istnach (24), (25) und (28):

F(r) = Pfdr /dkdo s o koz):(llg*wf" ") sin krsin ks’

g

+A%d, 0 A —2 P / ik 25 'l’ - (k coskb— “,fb,gl sin & b) ;

Ausfihrung der Integrationen ergibt ?:

Fr) =2 | 1" y(n b, ¥, —k’) + A5 k) [
=7(rb K, —K))+ G (b K, —K) —y(rb, 0,—k>)]

N ?sink'b <a(r+b) +a(r—b) +37sink 6178 (7, b, kO,O))}
0

(}/’(I‘, b5k0’ _k,)

Dabei sind folgende Definitionen vereinbart:

Y(rysras kg ko) =3 fi(ry 72, ky) cos(ra(ky +ky) —ryky) — fo(ry, 7o, ky) sin(ra (kg + ko) — 1y ky)
—fi(=ry. 19, ky) cos (ra(ky+ky) +7 ki) +fo(—ry, 70, ky) sin (ry (kg + ko) +71 ky) s
a(r) =f,(0,r, ky)sinkyr+ f5(0, 1, ko) cos kg1,

9 F. Térke, Praktische Funktionenlehre, Bd. I, Springer-Verlag, Berlin 1943.

(A1)

(A2)

(A3a)
(A3b)



